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Abstract 

A surjective submersion ir : M — ► B carrying a field of simplectic structures 

on the fibres is symplectic if this Poisson structure is minimal. A symplectic 

submersion may be interpreted as a family of mechanical systems depending 

on a parameter in B. We give some conditions to find a closed form which 

represent the foliated form a gluing the symplectic forms on the fibres. This is 

f— n ■ the first step to prequantize all these systems at once. We will indeed exhibit an 

t^- , integrality condition which does not depend on the closed form representing a: 

if the fibres are 1-connected and H S (B; Z) = 0, then there exists a S' 1 -principal 

q^ ■ fibre bundle with a connection whose curvature represents a iff the group of 

spherical periods of a is a discrete subgroup of R. 
bJQl The symplectic integration of a Poisson manifold (M, A) is a symplectic 

§jv groupoid (r, 77) with 1-connected fibres such that the space of units with the 

induced Poisson structure is isomorphic to (M, A). This notion was introduced 
by A. Weinstein in order to quantize Poisson manifolds by quantizing their 
symplectic integration. We show that if the symplectic integration is prequan- 
tizable, then there exists a unique prequantization which is trivial over M. 
Such a prequantization is a central extension of T by S . We show that the 
symplectic integration of a minimal Poisson manifold is prequantizable iff the 
group of spherical periods is discrete. Moreover we prove that a totally aspher- 
ical Poisson manifold (any vanishing cycle is trivial and the 7T2 of the leaves is 
zero) is prequantized in the sense of Weinstein by a trivial fibre bundle. 



X 



1 Introduction 

Un fibre localement trivial tt : M — > B est symplectique si le groupe des 
diffeomorphismes de la fibre F admet une reduction au groupe des symplectomor- 
phismes d'une structure symplectique of sur F. Un tel fibre peut etre interprets 
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comme une famille de systemes mecaniques qui depend d'un parametre dans B. II 
est naturel de s'interesser a la prequantification globale de ces systemes. On cherche a 
construire un S ,1 -fibre principal q : E — > M muni d'une connexion 9 dont la courbure 
oo soit une extension fermee des formes symplectiques des fibres. Dans |J, on exhibe 
un critere d'existence de telles extensions et l'on demontre que ce critere est effective- 
ment verifie si B et F sont connexes et simplement connexes. Dans ces conditions, 
pour qu'il existe une prequantification globale, il faut et il suffit que le groupe des 
periodes de o> soit un sous-groupe discret de R. C'est la condition d'integrabilite qui 
caracterise l'existence d'une prequantification de F (cf. fTTJ et fll3"l). 



Les fibres de n definissent un feuilletage T et leurs formes symplectiques se re- 
collent en une forme feuilletee symplectique a . Le couple (J-, a) determine done une 
structure de Poisson A sur M. Dans § |3.1| , on montrera que A est minimale au sens de 
Pfl. D'autre part, les obstructions de [§J et [fbl a l'existence d'un representant ferme 



de a permettront de reformuler la condition de [0] (voir § |3.2|) . 



Cette remarque situe la prequantification des fibres symplectiques dans le cadre 
general de la quantification geometrique des varietes de Poisson. On connait des 
different s precedes: 

1) celui de I. Vaisman dans [[HJ en termes de fibres en droites complexes et derivations 
contravariantes; 

2) le programme de quantification de A. Weinstein (0]): on realise la variete de 
Poisson (M, A) comme l'espace des unites d'un groupoide symplectique (I\ 77) a fibres 
connexes et simplement connexes, que l'on appelle integration symplectique, puis on 
quantifie (M, A) en quantifiant [T,r]); 

3) la version infinitesimale de J. Huebschmann dans ||. 

La prequantification des fibres symplectiques suggere une approche directe dans 
la premiere etape de la quantification des varietes de Poisson: le recollement des 
prequantifications des feuilles symplectiques. Soit A = (JF, a) une structure de Poisson 
reguliere sur une variete M. Une prequantification de (M, A) est la donnee d'un S 1 - 
fibre principal q : E — > M et d'une connexion 9 dont la courbure u represente 



la forme feuilletee symplectique a. Les obstructions de 0] et [[L4j] sont encore des 
obstructions a la prequantification. En particulier, la variete de Poisson (M, A) doit 
etre minimale. Par ailleurs, si l'on fixe un representant ferme u de a, l'existence 
d'une prequantification est caracterisee par les periodes de to. Mais, meme dans le 
cas des fibres symplectiques, la condition d'integrabilite ne restera pas valable si l'on 
change de representant ferme. On est done amene a definir et utiliser des periodes 
(spheriques) de a qui ne dependent pas du choix de representant ferme. 

Toute sphere pointee contenue dans une feuille de T peut etre poussee dans le 
feuilles voisines. Par integration de a sur ces spheres, on obtient une fonction d'aire 
sur une transversale. Ces fonctions d'aire definissent un sous-group oide Per (a) de 
M x R appele le groupoide des periodes spheriques HI de a. Si l'on oublie les points 



base, ces periodes engendrent un sous-groupe V de R que Ton appelera le groupe 
des periodes spheriques de a. Ce groupe jouera le role du groupe des periodes dans 
la condition d'integrabilite. Mais la construction d'une prequantification exige aussi 
l'annulation des obstruction cohomologiques: c'est une condition necessaire pour le 
recollement des prequantifications des feuilles. Pour cela, il faut disposer au prealable 
de resultats cohomologiques analogues a ceux de || pour les fibres. 

Les resultats de || sur la structure cohomologique des submersions surjectives 
(que Ton rappelera au § |4.1|) vont permettre d'etendre les resultats de 0. Ainsi, on 
demontrera au § |4.2| un critere d'existence de representants fermes. Une submersion 
surjective n : M — > B munie d'une forme feuilletee symplectique a est symplectique si 
la structure de Poisson correspondante est minimale. Dans ce contexte, on obtiendra 
la condition de prequantification suivante: 

Theoreme 1 Soit n : M — > B une submersion symplectique dont les fibres sont 
connexes et simplement connexes etH 3 (B; Z) = 0. Alors, la submersion symplectique 
est prequantifiable si, et seulement si, V est un sous-groupe discret de R. 



Les conditions du theoreme [I] entrainent l'annulation des obstructions (voir 
Si V est de plus un sous-groupe discret de R, il est possible d'integrer a en un cocycle 
sur M a valeurs dans R/P (voir §[5.3|). En fait, ce procede d'integration cohomologique 



fournira un bon representant ferme de a dont le groupe des periodes est egal a V . 

Dans le cas general des feuilletages, les resultats cohomologiques de ne restent 
pas valables: la cohomologie d'un feuilletage en droites irrationnelles du tore T 2 
n'est pas triviale (voir [§]), bien que les feuilles sont contractiles. Done la preuve du 
theoreme |l]pousse jusqu'au bout la demarche de prequantification de ||. Neanmoins, 
le passage a l'integration symplectique ramenera l'etude cohomologique (et done le 
probleme de la prequantification) des varietes de Poisson regulieres au cas des submer- 
sions a fibres connexes et simplement connexes. D'autre part, l'emploi de l'integration 
symplectique permet de reformuler le probleme de la prequantification: on cherche a 
construire une extension centrale d'un groupoide symplectique (cf. |18|]). II s'agit de 



generaliser les resultats de |T3[ sur les extensions centrales de groupes. 

Soit (M, A) une variete de Poisson integrable. Une prequantification au sens de 
Weinstein de (M, A) est une prequantification q : (E,9) -^ (T,rj) de son integration 
symplectique. Puisque M est une sous-variete lagrangienne de T, ce fibre induit un 
fibre plat au-dessus de M. Si l'holonomie de la connexion induite est triviale, celle-ci 
trivialise le fibre induit et Ton dira que la prequantification est triviale en restriction 
a M. Dans §|6.1|, on prouvera le theoreme suivant: 



Theoreme 2 Soit (M, A) une variete de Poisson prequantifiable au sens de Wein- 
stein. Alors, il existe une unique prequantification q : (E, 9) — > (T, ri) triviale en 
restriction a I'espace des unites M. En outre, I'espace total E est muni d'une struc- 
ture canonique de groupoide de Lie qui en fait une extension de T par S l . 



Le theoreme |2| a ete demontree dans [I8| pour les groupoides symplectiques lo- 
calement triviaux. 



D'apres 0, une variete de Poisson minimale est toujours integrable. Dans §cT3", 
on obtiendra la condition d'integrabilite suivante: 

Theoreme 3 Soit A = (JF, <j) une structure de Poisson minimale sur une variete 
M dont tout cycle evanouissant de T est trivial. La variete de Poisson (M, A) est 
prequantifiable au sens de Weinstein si, et seulement si, le groupe V des periodes 
spheriques de a est un sous-groupe discret de R. 

Une structure de Poisson reguliere A = (JF, a) est totalement aspherique Q si tout 
cycle evanouissant de T est trivial et le 712 des feuilles est nul. Dans ce cas, le groupe 
V est nul et l'on aura le theoreme suivant: 

Theoreme 4 Si (M, A) est une variete de Poisson totalement aspherique, alors 
(M, A) est prequantifiee au sens de Weinstein par un fibre trivial en cercles. 



Exemples 5 Soit A = (J 7 , a) une structure de Poisson sur une variete compacte M 
de dimension 3. Si T est transversalement orientable, d'apres le theoreme de stability 
de Reeb et le theoreme de Novikov, il y a trois cas possibles: 

1) T est totalement aspherique et done (M, A) est prequantifiable au sens de Weinstein 
d'apres le theoreme [|; 

2) T est la fibration triviale en spheres. Pour que cette fibration soit symplectique, il 
faut et il suffit que la fonction d'aire p = -f S 2 o soit constante. Une telle fibration est 
toujours prequantifiee par un fibre principal de groupe R/pZ. L'espace total est egal 
a S 3 x S 1 et la longeur des fibres est egale a p. D'habitude, on cherche a prequantifier 
par un fibre principal de groupe H/2irhZ, ou 2irh est la constante de Planck. La 
condition de prequantification s'ecrit p = 2irhn, ou n G Z; autrement dit, s = p/Air 
doit etre egal a Tin/ 2 (cf. flTl|). Alors, on obtient une prequantification par fusion 
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Par ailleurs, (M, A) = (S 2 ,a) x (S^O) est integree par le groupo'ide symplectique 
(S 2 , a) x (S 2 , —a) x (T*(S' 1 ), —dx A dy) qui est aussi prequantifiable. 
3) T possede une composante de Reeb qui supporte un cycle evanouissant non trivial 
et dans ce cas aucune structure de Poisson A n'est integrable d'apres [0]. 

2 Varietes de Poisson regulieres 

2.1 Formes feuilletees symplectiques 

Soit (M,^) une variete feuilletee reguliere. Soient (Q*(M),d) le complexe de De 
Rham et (Q*(M, J 7 ), d) le sous-complexe des formes relatives qui s'annulent sur les 



feuilles de T . Le complexe quotient (f2*(.F), d?) est le complexe des formes feuilletees 
et sa cohomologie H*(T) est la cohomologie feuilletee de (M,J-). 

Soit v*T le fibre conormal dont les sections sont les 1-formes relatives. Le choix 
d'un supplemental NT de TT definit une decomposition T*M = v*T © T*T qui 
induit des decompositions Q r (M) = Q) p+q=r fl p ' q (M) et d = d 01 + d 10 + d 2 -i- 

Si l'on considere Q r (M) comme un module filtre de degre filtrant p, on obtient 
la suite espectrale de Leray-Serre E 2 ' q =^> H p+q (M) dont la differentielle d'ordre r 
sera notee d r . La projection du complexe de De Rham sur le complexe des formes 
feuilletees se restreint en un isomorphisme de complexes (Q 0, *(M), o? ,i) — {^(J 7 ), dp) 
et done le terme E Q { q 2i W{T). 

Une 2-forme feuilletee a E Vt 2 {T) est dite symplectique si d^a = et /\ k a est non 
nulle en tout point de M ou dimT = 2k. D'apres 0], une telle forme feuilletee definit 
une structure de Poisson reguliere A sur M dont le feuilletage caracteristique est T . 

2.2 Invariants cohomologiques 

A la structure de Poisson reguliere A = (J 7 , a), on associe les elements [a] = 
[lu] E Ei et d\[o\ = [difluj] E Ei de la suite spectrale de Leray-Serre, ou u est un 
representant pur de type (0, 2) de a. 

Si o possede un representant pur u tel que d lt0 u = 0, la forme volume des feuilles 
v = A k uj verifie aussi di$v = et il existe une metrique riemannienne pour laquelle 
les feuilles de T sont des sous-varietes minimales. On dit que A est minimale [§]]. 
Le procede de purification de JT2[ (dont la preuve de la proposition [O] sera un cas 
particulier) permet de montrer la proposition suivante: 

Proposition 2.1 (@) Une structure de Poisson reguliere A est minimale si, et 
seulement si, la classe di[a] est nulle. □ 

Si di[a] = 0, on associe a A des nouvelles classes [a] E E 2 ' et d 2 [cr] E E 2 ' . Si 
d 2 [o~] = 0, on a des classes [a] E E 3 ' et d^[a] E E 3 ' . En fait, d'apres la proposition ^T, 
les classes d 2 [a] et d^ya] appartiennent aux termes E{ et E 2 (cf. 



Proposition 2.2 (P|,[]14|) Une structure de Poisson reguliere A est presymplectique 
(i.e. a possede un representant ferme u) si, et seulement si, les classes di[a\, d 2 [a] 
et d 3 [a] sont nulles. □ 

3 Fibres symplectiques 

Soit 7r : M — > B un fibre symplectique. Dans ce paragraphe, on verifiera que la 
structure de Poisson associee A = (JF, a) est minimale. Puis on retrouvera le theoreme 
suivant a l'aide des autres obstructions d 2 [a] et d 3 [a}: 



Theoreme 3.1 ([§]) Si la fibre F et la base B du fibre symplectique sont simplement 
connexes, alors a posse.de un representant ferme. 

L'annulation de la classe d 2 [a] est une consequence de l'hypothese sur la fibre F. 
Par ailleurs, l'ingredient fondamental de la preuve du theoreme |3J] consiste a montrer 
que le morphisme de restriction H 2 (M) — > H 2 (F) est surjectif. Pour cela, on prouve 
dans que le cobord de la suite exacte d'homotopie <9* : n 3 (B) — ► n 2 (F) est d'ordre 
fini. On se propose d'utiliser ce fait pour montrer que la classe d 3 [a] est aussi nulle. 

3.1 Minimalite des fibres symplectiques 

Soit uj un representant pur de type (0, 2) de a pour le choix d'un supplemental 
de TT. On va demontrer que la premiere obstruction d\\a\ = [d\ t ou] a l'existence 
d'un representant ferme est toujours nulle: 

Proposition 3.2 La structure de Poisson A est minimale. 

Demonstration Soient {U{\ un recouvrement de B forme d'ouverts qui trivialisent 
7r et ipi : 7r _1 (L r j) — > Ui x F les cartes de trivialite locale. Soit p 2 '■ U{ x F —> F 
la projection. Si {p^ est une partition de l'unite subordonnee, alors la 2-forme 
\i = S 7r *(p«)(P2 ° ^iY^f) represente la 2-forme feuilletee a. Pour tout couple X 1 et 
X 2 de champs tangents a J 7 , cette forme verifie 

i X 1 i X 2 d t i = ° ( 3 - L1 ) 

Puisque la 2-forme \i est non degeneree sur le fibre vertical TJ 7 , le sous-fibre horizontal 
{ Y G TM J %y\i \tt— } est un supplement aire de TT . Pour la decomposition 
correspondante, la composante de type (1, 1) est nulle et done /i = /i ' 2 + fi 2 ' . Si Ton 
pose uj = /i 0,2 , ce nouveau representant verifie di^uj = d'apres ( |3.1.1| ). □ 

3.2 Obstructions a l'existence d'un representant ferme 

La 3-forme pure du = d 2 _\uj de type (2, 1) represente la deuxieme obstruction 
d 2 [a] G E{ . Puisque la fibre F est simplement connexe, ce terme est nul d'apres [|J 
(voir aussi le corollaire [Q|) . Done di,-iOJ possede une do y \-]nim\t\ve rj de type (2,0). 

Si Ton designe encore par uj le nouveau representant uj — 7] de a, alors la 3-forme 
dio = difiT) est basique, e'est-a-dire du se projette en une 3-forme fermee ( sur B. 

Proposition 3.3 Si la fibre F et la base B sont simplement connexes, alors la 
troisieme obstruction [Q G H 3 (B) est nulle. 

Demonstration On considere le diagramme commutatif suivant: 



tt 3 (B) — ^ vr 2 (F) 

#3 1 |#2 

ff 3 (B) — ^ H 2 (F) 



Puisque F est simplement connexe, le morphisme de Hurewicz H 2 est un isomor- 
phisme et le morphisme d% est la transgression de la suite spectrale d'homologie [p70f| . 
Si 5 es simplement connexe, alors le morphisme de Hurewicz H 3 est surjectif. D'autre 
part, puisque le cobord <9* est d'ordre fini d'apres ||, il en est de meme pour la trans- 
gression 0I3. Done le morphisme 

[z] G H 3 (B) A [z F ] G H 2 {F) ^ f a F G R 

est nul. D'apres la definition de transgression, le 2-cycle zp de F est le bord d'une 
3-chaine z de M qui se projette sur le 3-cycle z de B. Alors, toute periode 

/ C — Lduj = / 10 = a F 

Jz Jz Jz F Jz F 

est nulle; d'ou la proposition. □ 

4 Structure cohomologique des submersions 

4.1 Theoreme fondamental 

On commence par le rappel d'un theoreme de || sur la cohomologie d'une sub- 
mersion surjective it : M — > B: 

Theoreme 4.1 Soit Q le faisceau image reciproque d'un faisceau Qo de base B. Si 
les fibres F b sont connexes et H 9 (F b \ Q) = en degre q < r, alors 

i) 7r* : H q (B; Qo) — > H q (M; Q) est isomorphisme en degre q < r; 

11) la suite -> H r (B; Q ) -^ H r (M; Q) -A T\ beB H r (F b ; Q) est exacte. □ 

Soit T le feuilletage defini par -k. Le faisceau eff des germes de p- formes basiques 
est l'image reciproque du faisceau mou £l p (B) des germes de p- formes sur B. D'apres 



14| , on sait que H q (M;(fP) = E p ' q et Ton obtient le corollaire suivant: 



Corollaire 4.2 Dans les conditions du theoreme \j.l\ , le terme E P,q = pour tout 
< q < r et le morphisme de restriction p : Ef' r — ► TlbeB H r (F b ; (j) p ) est injectif. □ 



4.2 Existence de representants fermes 

Le theoreme [4.1| permet de demontrer un critere d'existence de representants 
fermes qui generalise le theoreme 1 de 0: 

Theoreme 4.3 Soit tc : M — » B une submersion surjective dont les fibres sont con- 
nexes et cohomologiquement triviales en degre q < r. Une r -forme feuilletee fermee a 
possede un representant ferme si, et seulement si, il existe une classe de cohomologie 
de De Rham dont la restriction a chaque fibre F b est egale a la restriction de la classe 
[<r]eIT{F). 

Demonstration On considere le diagramme de restriction: 

H r (M) - H r (F) 

P\ /pt 
U b eBH r (F b ) 

Soit [p] G H r (M) une classe telle que p([p]) = Pf([o~]). Si Ton note p la classe 



feuilletee de p, alors on a p^([a — //]) = 0. Or, d'apres le corollaire ^2| , le morphisme 
pjr est injectif et done la classe [a — ~fi] = 0. Soit x un representant de la <ijF-primitive 
de a — pz. Alors, u = p + d\ est un representant ferme de a; d'ou le theoreme. □ 

L'exemple suivant montre que la trivialite cohomologique des fibres est essentielle 



dans la preuve du theoreme [13 



Exemple 4.4 Soit T le feuilletage de A = D 2 x [0, 1] — {(0, 0)} defini par l'equation 
dt = 0. C'est le modele des cycles evanouissants coherents 0. Le groupe 

#%F)=C~(]0,1])/C°°([0,1]) 

n'est pas nul, bien que les fibres sont cohomologiquement triviales en degre 2. Pour 
calculer la cohomologie feuilletee, on decompose A en reunion de deux ouverts Ai = 
D 2 x]0, 1] et A 2 = (D 2 — {0}) x [0, 1] dont l'intersection sera notee A . Soient T\, JF 2 
et T§ les feuilletages induits. On considere la suite exacte de Mayer- Vietoris 

-► H\F) -> H\^) © H\F 2 ) -. H\F ) -> H 2 (F) -> H 2 (^) © R 2 {T 2 ) ^ ... 

Puisque les feuilles de T\ sont contractiles, le groupe H q {T\) = pour q > 1. Par 
ailleurs, (A 2 , T-i) se retracte par deformation integrable sur le bord dA 2 = S 1 x [0, 1] 
muni de la fibration en cercles. Par integration sur les fibres, il vient H 1 {J r 2 ) — 
C°°([0, 1]) et R 2 {T 2 ) = 0. De meme, on a H l {T ) S C°°(]0, 1]). D'ou le calcul. 

5 Submersions symplectiques 

Soit 7r : M -^ B une submersion symplectique, i.e. munie d'une forme feuilletee 
symplectique a pour laquelle la structure de Poisson A = (J 7 , a) est minimale. 



5.1 Periodes spheriques 

Si N designe le pole nord, toute sphere tangente s : (S 2 , N) — > (i^, x) est contenue 
dans un ouvert produit U x V, oil U est un voisinage de b dans 5 et V" est un voisinage 
de x dans la fibre F^. On obtient ainsi une deformation transverse 

U xS 2 — M 

£/ 

L'image reciproque D*a est une forme feuilletee fermee qui est representee par une 
2-forme \x de type (0, 2) pour la trivialisation canonique de T(U x S 2 ). Par integration 
sur les fibres de p±, on obtient une fonction different iable -f-p sur U. Les proprietes de 
■f impliquent que celle-ci est independante de la trivialisation de T(U x S 2 ). D'autre 
part, f/ine depend que des classes d'homotopie des spheres d'apres le theoreme de 
Stokes. Ces fonctions d'aire definissent un sous-group oide Per {a) de5xR appele le 
groupoide des periodes spheriques de a . Son image par la projection p 2 : B x R — >• R 
engendre un sous-groupe V de R appele le groupe des periodes spheriques de a. 

La 3-forme di$n de type (1, 2) represente l'image reciproque de d\ [a]. Les integrates 
■fdifi/j, = d(-ffjb) definissent un sous-groupo'ide Peri(er) de T*B appele le groupoide 
des periodes spheriques derivees de a. Pour une construction generale, voir M. 

5.2 Submersions symplectiques 

Le groupoide derive d'une submersion symplectique est evidemment nul. Cette 
condition va caracteriser certaines submersions symplectiques: 

Proposition 5.1 Soient it : M — >• B une submersion surjective a fibres simplement 
connexes et a une forme feuilletee symplectique. Si le groupoide derive Peri(a) est 
nul, alors la submersion est symplectique. Si H 3 (B) est de plus nul, alors a posse.de 
un representant ferme. 

Demonstration Puisque le faisceau CI (B) est mou et les fibres Ft, sont simplement 
connexes, le morphisme de restriction 

p : E\' 2 = H 2 (M; 1 ) — IL eB H\F b] 1 ) 



est injectif d'apres le corollaire [4.2| . Par ailleurs, l'annulation de Peri(cr) signifie que 
les integrates d'un representant de d\ [a] sur les spheres tangentes aux fibres sont nulles. 
Done les restrictions de d\[a] aux fibres sont nulles. II s'ensuit que d±[a] = et done 
la submersion est symplectique. D'autre part, les conditions entrainent l'annulation 
de Ei et E 2 ' — H 3 (B); d'oii la deuxieme affirmation. □ 



5.3 La condition d'integrabilite: demonstration du theoreme 
1 

Soft ir : M — > B une submersion symplectique a fibres connexes et simplement 
connexes telle que H 3 (B; Z) = 0. Pour demontrer le theoreme |], on supposera que 
V est un sous-groupe discret de R et Ton procedera en deux etapes: 

1) Integration cohomologique: on montrera que la classe "reelle" [a] G H 2 ^) s'in- 
tegre en une classe "entiere" v G H 2 (M;V). Le theoreme |4.1| ramenera l'integration 
globale a l'integration fibre a fibre. 

2) Integration differentiable: on verifiera que la classe v est representee par un 
cocycle sur M a valeurs dans H/V qui definira la prequantification. 

1) Le faisceau 0° des germes de fonctions basiques est l'image recripoque du faisceau 
£ (B) des germes de fonctions sur B. Soient Q et <2 l es quotients des faisceaux 0° et 
£ (B) par les faisceaux constants de fibre V (que Ton notera de la meme fagon). Les 
suites exactes correspondantes induisent des suites exactes longues de cohomologie 



H 2 (B;V) - 


U H 2 (B;C-(B)) 


I** 


U* 


H 2 (M;V) A 


U H 2 {M-cj) ) 



Ju 



H 2 (B; Qo) 



So 



7T 



H 2 (M;Q) 



H 3 {B;V) 
H 3 (M;V) 



On remarque que: 



(5.3.1) 



i) le groupe H 2 (M; 0°) est isomorphe au groupe if 2 (jF) d'apres fl-| ; 
ii) le cobord 5q est un isomorphisme, car le faisceau C (B) est mou; 
iii) le groupe H 2 {B; Q ) = 0, car H 3 {B; V) = 0. 

Les inclusions des fibres F^ dans M induisent des morphismes de restriction 



H 2 {M-V) - 

\P 
n b£B H 2 (F b ;T)- 



K) 



H 2 {M;<tP) 
\p' 



n b zBH 2 (F b ;r)^- } ~ ir " :! 



H 2 (M; Q) 

\P 
U beB H 2 (F b ;Q) 



(5.3.2) 



et l'on a une factorisation 



H 2 (F b ;V) 



H\F b] ^) 



K 



'</, 



H 2 (F b \ 



(5.3.3) 
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Par integration de a sur les spheres tangentes aux fibres (qui sont simplement 
connexes), on obtient des classes "entieres" 

v h G Hom(7T 2 (F b ),V) = H 2 (F U ;V) 

qui integrent les classes "reelles" [cr&] G H 2 (F U ), c'est-a-dire hl(i>b) = [cr&]. On en 
deduit que p([cr]) = {it(vb)} d'apres la factorisation ( |5.3.3| ) et done 



p(f ([*})) = {f b }(p(*)) = {f b <M} = Q 



car le diagramme ( |5.3.2| ) est commutatif. II s'ensuit que la classe j*[cr] appartient au 
groupe H 2 (B; Q ) qui est le noyau du morphisme p d'apres le theoreme |Q| . Or ce 



groupe est nul et done la classe j*[cr] = 0. L 'exactitude de la suite (|5 . 3 . 1|) implique 
que la classe [a] G H 2 ^) se remonte en une classe v G H 2 (M;V). 

2) A la suite exacte de groupes — ► V — »■ R — > R/V — > 0, on associe la suite exacte 
de faisceaux de germes de fonctions 

— >V = C°°(M,V) — ► £°°(M) — ► £°°(M, R/V) — ► 

Le faisceau £ (M) etant mou, le cobord de la suite exacte longue de cohomologie 

5 : H\M; £°°(M, R/V)) — ► H 2 (M; V) 

est un isomorphisme. La classe r = 5~ l v est representee par un cocycle sur M a 
valeurs dans R/V = R/pZ. Ce cocycle definit un S l -&ore principal q : E — > M. La 
longeur des fibres est egale a p (excepte le cas p = ou le fibre est trivial). 

Le morphisme naturel h* : H 2 (M;V) — > H 2 (M) envoie v sur la classe de Chern, 
i.e. la classe de la courbure u Q d'une connexion 9 sur E. Puisque i*v = [a], la classe 
feuilletee U de c^o est cohomologue a a. Si \ es t un representant d'une (ijr-primitive 
de a — UJq, la courbure u = loq + dx de la connexion 9 = 9 + q*x represente a. 

Reciproquement, soit q : E — » M une prequantification munie d'une connexion de 
courbure u>. Le groupe des periodes Per{u) est alors un sous-groupe discret de R. 
Puisque u> represente a, V est un sous-groupe de Per(u); d'ou le theoreme [I]. □ 

Remarque 5.2 Dans les conditions du theoreme 0, la forme feuilletee symplec- 
tique o possede toujours des representants fermes d'apres la proposition [O] . Mais 
l'integration cohomologique fournit un bon representant ferme dont le groupe des 
periodes est egal a V. L'exemple suivant montre que cela n'est pas vrai en general. 
Soit 7r : M = R 2 x S 2 x 5* 2 — > B = S 2 x S 2 la fibration triviale. Soient p 1 et p 2 les 
projections de B = S 2 x S 2 sur chacun des facteurs et p un nombre irrationnel. Si l'on 
note v la forme volume canonique sur S 2 , la 2-forme fermee u = dpAdq+ir*(plv+pp2v) 
represente une forme feuilletee pour laquelle 7r devient une fibration symplectique. Le 
groupe V est nul, mais les periodes spheriques de u sont partout denses dans R. 
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5.4 Exemples 

1) Soit 7r : M — > B une submersion a fibres connexes et simp lenient connexes munie 
d'une forme feuilletee symplectique a. Si les fibres sont en outre aspheriques, la classe 
[a] est nulle d'apres le corollaire [O . II s'ensuit que la submersion est symplectique. 
De plus, celle-ci est prequantifiee par un fibre trivial en cercles. 

2) Soit N le pole nord de la sphere S 2 . Soit T le feuilletage de M = S 2 xR-{N}x [0, 1] 
defini par l'equation dt = 0. En multipliant la forme volume normalised de S 2 par 
une fonction positive convenable, on peut obtenir une forme volume des feuilles uj 
dont la fonction d'aire -f S z uj G C°°(R — [0, 1]) est egale a 1 si t < et a 2 si t > 1. La 
forme feuilletee correspondante a definit une structure de submersion symplectique 
sur M telle que V = Z. La suite spectrale de Cech (cf. 0) attachee au recouvrement 
Afi = S 2 x] - oo,0[, M 2 = S 2 x]l,+oo[ et M 3 = (S 2 - {N}) x R permet de calculer 
la cohomologie feuilletee. En effet, le groupe H 2 ^) se reduit au terme E 2 ' de cette 
suite spectrale. Si Ton note Ti le feuilletage induit sur Mi, il s'ensuit: 

E\T) = H 2 (^) © E 2 {T 2 ) © E 2 {^) = E 2 (F X ) © E 2 {T 2 ) 

ou E 2 (Tz) = car les feuilles sont contractiles. Par integration sur les fibres, il vient 

H 2 (F) = C°°(] - oo, 0[) © C°°(]l, +oo[) = C°°(R - [0, 1]) 

De maniere analogue, on montre que E 2 (M; Z) = Z © Z. L'image de la classe 
v = (1,2) par le morphisme i* : E 2 (M; Z) — ► E 2 ^) est la classe [a] identifiee a la 
fonction d'aire. En restriction a cliaque fibre, la prequantification globale induit la 
fibration triviale si < t < 1, les fibrations de Hopf S 3 —> S 2 si t < et HP 3 —>■ S 2 
si t > 1. 

3) Soit p un nombre irrationnel. On peut remplacer la fonction choisie dans l'exemple 
2 de fagon a obtenir une fonction d'aire egale a 1 pour t < et a p pour t > 1. Dans 
ce cas, V est un sous-groupe partout dense de R. 

5.5 Quelques remarques sur la prequantification 

i) Si l'on cherche a prequantifier les submersions symplectiques par des fibres en droites 
complexes, la condition d'integrabilite est plus restrictive: le groupe V doit etre un 
sous-groupe de Z (pour le choix de la longeur 1). Alors, le theoreme [l] fournit un 
representant ferme u de a dont les periodes sont entieres. Cest le cas dans l'exemple 
2 de § |5\4] . Si (C*(M,A),d) est le complexe de Lichnerowicz-Poisson (cf. [|l5j) et 
# : (Q*(M), d) —> (C*(M, A), d) est le morphisme de complexes induit par A, on a la 
relation cj* = A. Cest un cas particulier de la condition de quantification de fl5|. 



La notion de prequantification utilisee dans ce travail est analogue a celle de 
TBI. Dans ce travail, on trouvera une bonne discussion sur les differentes notions de 



prequantification dans le cas classique. 

12 



iii) Si Per (a) est un sous-groupoi'de de Lie plonge de B x R etale sur B, alors le 
quotient Q = B x R/Per(a) est un groupo'ide de Lie. En procedant comme dans 
Q, on construit un fibre principal de groupo'ide structural Q muni d'une connexion 
partielle de courbure a. L'exemple 3 de §|5.4| est "prequantiflable" dans ce sens large. 



6 Prequantification au sens de Weinstein 

Le but de ce paragraphe est de montrer que l'emploi de l'integration symplectique 
est naturel si Ton cherche a prequantifier les varietes de Poisson. Tout d'abord, le 
probleme de la prequantification deviendra le probleme de la construction d'extensions 
centrales de groupoides symplectiques (cf. Hl8l ). On explicitera l'analogie avec les 
resultats de |U| sur les extensions centrales de groupes. D'autre part, l'integration 
de Poisson [|J developpe le feuilletage caracteristique en une submersion surjective a 
fibres connexes et simplement connexes. Le passage a cette integration intermediaire 
ramenera l'etude cohomologique des varietes de Poisson regulieres a celle des sub- 
mersions a fibres connexes simplement connexes. En particulier, les obstructions 
cohomologiques disparaitront pour les varietes de Poisson minimales. 

6.1 Extensions de groupoides symplectiques: demonstration 
du theoreme 2 

Soit (M, A) une variete de Poisson prequantiflable au sens de Weinstein. On se 
propose de demontrer la premiere partie du theoreme |], a savoir qu'il existe une seule 
prequantification q : (E, 6) — > (T, rf) triviale en restriction a l'espace des unites M. 
Cela signifie que l'holonomie du fibre plat induit sur M est triviale. Les fibres de la 



projection source a sont connexes et simplement connexes. D'apres le theoreme P~T , 
le morphisme a* : /7 1 (M;S' 1 ) — » i/ 1 (r;S' 1 ) est un isomorphisme dont l'inverse est 
induit par l'inclusion e : M — > T. Les prequantifications de {T,rj) sont classifiees par 



^(r^ 1 ) = HomMT)^ 1 ) (voir 0) et done par H\M-S l ) =* Hom{7ri{M), S 1 ] 



Une classe dans ce groupe est la difference des morphismes d'holonomie des fibres 
plats induits par deux prequantifications. On en deduit qu'une prequantification de 
(T, rj) triviale en restriction a M est unique a equivalence pres. 



D'apres |18[, l'espace total E est muni d'une structure canonique de groupo'ide de 
Lie qui en fait une extension de V pas S 1 . Pour retrouver cette structure, on complete 
l'integration symplectique en un diagramme 



M x S 1 E 



Q 



f> %^ (6.1.1) 







M 
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Soit Hr l'algebre de Lie des champs hamiltoniens Xf oa definis par 

*X foa V = ~a*df 

ou / G C°°(M). C'est une sous-algebre de Lie de l'algebre de Lie £r des champs 
invariants a gauche X (cf. 0) definis par ixf] = — a*/i, ou \x G r2 x (M). 

Soient Z le champ fondamental de Paction de S 1 sur E et Xj OQ , le relevement 
horizontal du champ hamiltonien Xf oa . Les champs Yf oa definis par 

verifient: 

i) Yfoa est un champ invariant par Taction de S 1 qui se projette sur le champ Xf oa ; 

ii) L Y 9 = 0; 

' Y foa ' 

iii) [Yf l0a , Yf 20a ] = Yff u f 2 -i oa pour tout couple de fonctions /i, f 2 G C°°(M). 

Ces champs forment une sous-algebre de Lie He de X(i£). De fagon precise, on 
obtient une extension centrale 

o — ^r — >n E J ^n r — >0 

A l'algebre de Lie TCr des champs hamiltoniens Yf oa , on associe le faisceau Hr des 
germes correspondants. C'est un faisceau de definition M du groupo'ide symplectique 
(r, 77). Le faisceau d'algebre de Lie He associe a l'extension verifie: 

1) He separe les fibres de a au sens de 0, car le faisceau d'algebre de Lie Hr separe 
celles de a; 

2) les /^-fibres sont les orbites transitives de Taction de He car les /3-fibres sont celles 
de Taction de Hr] 

3) le flot d'un champ Yf oa est forme de diffeomorphismes locaux definis sur des ouverts 
satures pour a. 

D'apres [0], les flots des champs Yf oa forment un pseudo-groupe qui definit une struc- 
ture de groupo'ide de Lie sur E. La suite exacte ( |B.1.1D devient alors une extension 
de T par S 1 . 

Remarque 6.1 On dira qu'un champ X est une symmetric infinitesimale de (T, 77) si 
LxV — 0. Un champ invariant a gauche est une symmetric infinitesimale si, et seule- 
ment si, il est localement hamiltonien. Puisque l'algebre de symmetries infinitesimales 
Hr engendre un faisceau de definition de T, on dira que T est un groupo'ide de 
symmetries de (T, if). D'autre part, soit J Tapplication qui, a tout champ Xf oa G Hr, 
associe la fonction foot G C°°(T). C'est une application moment pour Taction a droite 
de T sur (T,rj). Cela explicite Tanalogie avec la construction d'extensions centrales 
de groupes d'apres [|13j. La description dans (18| du cocycle de l'extension ( |6.1.1| ) 
precise cette analogie. 
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6.2 Integration de Poisson 

Soit A = (J-'o, °"o) une structure de Poisson reguliere sur une variete M (ou Ton 
modifie les notations ci-dessus par l'adjonction d'un indice 0). 

Le groupoi'de d'homotopie n^jFo) de Tq est le quotient de l'espace des chemins 
contenus dans les feuilles de JF (muni de la topologie compact-ouvert C°°) par la 
relation d'homotopie dans les feuilles de JF . C'est un groupoide de Lie dont l'espace 
total M est separe si tout cycle evanouissant de To est trivial (cf. [[|). Les projections 
source «o et but (3q definissent un meme feuilletage image reciproque T de T§ dont 
la trace sur M est egale a JF . 

La structure de Poisson A se releve en une structure de Poisson A sur M qui en 
fait un groupoi'de de Poisson au sens de [[16] (voir || ) . Cette structure est determined 
par le feuilletage T et la forme feuillete a = a^a® — PqC . 

Proposition 6.2 (@) Si la variete de Poisson (M , A ) est minimale (resp. totale- 
ment aspherique), alors I 'integration de Poisson (M, A) est presymplectique (resp. 
exacte) et done (M ,A ) est integrable. 

Demonstration Les classes di[a], g^c] et d 3 [a\ appartiennent aux termes E{ , E 2 ' 
et E 3 ' de la suite spectrale de Leray-Serre de la paire (M, M ), car la forme feuilletee 
symplectique a = a^ao — /3qO"o s'annule en restriction a M . 

Si A est minimale, la classe di[o~o] est nulle et done il en est de meme pour la 
classe d\[o~]. Puisque les fibres de ao sont connexes et simplement connexes, la version 
relative du corollaire |Q| implique que les classes g?2[o"] et d 3 [a] sont aussi nulles. Bref, 



a possede un represent ant ferme u. 

Si A est totalement aspherique, les feuilles de JF (et done les fibres de «o) sont 
aspheriques. Dans ce cas, E{ =0 d'apres la version relative du corollaire |47|. En 
particulier, la classe [a] est nulle et done a possede un representant exact uj. 

D'autre part, soit L la forme de Liouville du fibre conormal p : V = v*T — > M. 
La 2- forme r] = p*u — dL est symplectique et le groupoide symplectique (r, rj) realise 
l'integration symplectique de (M ,A ). □ 

Par ailleurs, l'ecriture de a permet de decrire leurs periodes spheriques en termes 
de celles de a : 

Lemme 6.3 (0) Le groupoi'de Per (a) est Vimage reciproque par a® et (3q du groupoide 
Per(a ) et done V = Vq. □ 

En procedant comme dans la preuve du theoreme [l] (voir aussi 0), on demontre 
la condition de prequantification suivante: 

Theoreme 6.4 Soit (Mo, Ao) une variete de Poisson reguliere dont tout cycle evanouis- 
sant est trivial. L 'integration de Poisson (M, A) est prequantifiable si, et seulement 
si, Vo est un sous-groupe discret de R. □ 
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Remarque 6.5 (1) La condition sur les cycles evanouissants de JF implique que 
l'integration de Poisson est separee ce qui permet d'integrer la classe [a]. 

(2) La prequatification de (M, A) est obtenue a l'aide d'un cocycle dont la classe 
v integre la classe [a]. Puisque cette classe est relative, la classe v est aussi rela- 
tive et done le S^-fibre principal induit au-dessus de M est trivial. D 'autre part, 
les prequantifications triviales en restriction a M sont classifiees par le groupe de 
cohomologie relative H x [M 1 Mq]S 1 \ Puisque les fibres de «o sont connexes et sim- 



plement connexes, ce groupe est nul d'apres la version relative du theoreme [O. Bref, 



le theoreme |6]J fournit la seule prequantification de (M, A) qui est triviale en restric- 
tion a Mq. 

(3) L'espace total E ne peut pas etre muni d'une structure de groupo'ide, car les 
champs hamiltoniens Xf oao ne sont pas des symmetries infmitesimales de (M, A). 
Neanmoins, on retrouve la situation du theoreme |2| en restriction aux feuilles de Tq. 

6.3 Demonstration des theoremes 3 et 4 

Soit A = (JF , cto) une structure de Poisson minimale sur une variete M . Pour 
demontrer le theoreme |], on suppose tout d'abord que P es t un sous-groupe discret 
de R. D'apres le theoreme |0], il existe une prequantification q : (E,9) — > (M,u>) de 
l'integration de Poisson (M, A) qui est triviale en restriction a Mq. 

D'autre part, le groupo'ide symplectique 

(r, V ) = {v*T,p*u-dL) -^ (M,A) ^t (M ,A ) 

realise l'integration symplectique de (M ,A ). La projection p induit un S^-fibre 
principal q : E — > T qui est encore trivial en restriction a M et l'on a le diagramme 
suivant: 

E g , E 

Q\ J Q 

r — ^— m 

La courbure de la connexion relevee p*9 est egale a p*u. II s'ensuit que la courbure 
de la connexion 9 = p*9 — q*L est egale a la forme symplectique rj = p*u — dL. 
Puisque la restriction de L a M est nulle, 9 induit la connexion canonique sur le fibre 
trivial au-dessus de M . Bref, q : (E,9) — > (T,rj) est une prequantification triviale en 
restriction a M . D'apres le theoreme ||, l'espace total E est muni d'une structure de 
groupo'ide de Lie qui en fait une extension de T par S 1 . 

Reciproquement, si (r, rj) est prequantifiable, le groupe des periodes Per{rj) est 
un sous-groupe discret de R. Si z est un 2-cycle de Y et z est le 2-cycle projete de 
M, alors la periode 
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7] = lp*u — dL = / uj 

z Jz Jz 

Puisque Y = v*T se retracte par deformation sur M, les groupes Per(rj) et Per(u>) 
sont egaux. D'autre part, V est un sous-groupe de Per(u), car uj represente a. II 
s'ensuit que V est un sous-groupe discret de R. Enfin, le groupe Vo coincide avec le 
groupe V d'apres le lemme O , ce qui acheve la preuve du theoreme |[ 



Pour demontrer le theoreme f|, il suffit de remarquer que le representant uj de 
a et la forme symplectique r\ = p*uj — dL sont exactes pour une variete de Poisson 
totalement aspherique. Dans ce cas, l'integration symplectique (r, rj) est prequantifiee 
par un fibre trivial en cercles. 

6.4 Exemples 

1) Un systeme mecanique est la donnee d'une variete symplectique (S, us) et d'une 
fonction different iable H : S x R — * R appelee le hamiltonien du systeme. D'apres 
P[, on lui associe une structure co symplectique sur M = 5xR definie par la 1-forme 



fermee 9 = dt et la 2- forme fermee u = uos + dH A dt. C'est Vespace d' evolution [[IT 
du systeme mecanique. Pour que celui-ci soit prequantifiable, il faut et il suffit que le 
groupe des periodes de u (qui coincide avec celui de us) soit discret. 

2) Soit M une variete cosymplectique munie d'une 1-forme fermee 9 et d'une 2- 
forme fermee u. Le feuilletage T defini par l'equation 9 = et la forme feuilletee 
a representee par uj definissent une structure de Poisson A sur M. Si le groupe 
des periodes Per{uj) est discret, la variete cosymplectique est prequantifiable. Pour 
qu'elle soit prequantifiable au sens de Weinstein, il faut et il suffit que le groupe V des 
periodes spheriques de a soit discret. Si Ton suppose que le champ de Reeb R (defini 
par ift9 = 1 et ij^u = 0) est complet, le passage au revetement universel permet de 
verifier que V est egal au groupe des periodes spheriques de uj. 

On se propose d'exhiber un exemple de variete cosymplectique qui n'est pas 
prequantifiable, mais qui Test au sens de Weinstein. 

3) Soit p un nombre irrationel. La forme symplectique dQ\ A dQ 2 + pdqi A dq 2 sur 
(R 4 ; Qi, Q 2 , 91-92) passe au quotient en une forme symplectique ujs sur S = T 2 x T 2 . 
On considere la structure cosymplectique sur M = S x R determinee par la 1-forme 
9 = dt et la 2-forme 

uj = uj s + dH Adt = dQi A dQ 2 + pdq x A dq 2 + dH A dt 

oil Ton identifie abusivement la 2-forme ujg a la 2-forme relevee sur R 4 . Le groupe 
des periodes Per{uj) est partout dense dans R et done la variete cosymplectique ne 
possede pas de prequantification. 
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D'autre part, soit T le feuilletage horizontal defini par l'equation 6 = 0. Le 
groupoi'de d'homotopie Ili(jF) est isomorphe au groupoide (voir [ |17|1 ) 

T*(T 2 ) x T*(T 2 ) xR^T 2 xT 2 xR=M 

A) 

Les projections source et but sont donnees par 
ao(P 1 ,P 2 ,Qi,Q 2 ,Pi,P2,qi,q2,t) = (Qi + -P 2 ,Q 2 - -Pi,<?i + —^2,^2- g-Pi.O 

f3 (P 1 ,P 2 ,Qi,Q 2 ,Pi,P2,quq2,t) = (Qi- -P 2 ,Q 2 + 2 Pl ' qi -Y P2,q2 + Y Pl,t " > 

et le produit de deux elements composables 

(-Pi. P 2. Qi. Q2.P1.P2. 9i> 92. et (-Pl, P2, Qi, Q2.P1.P2, <7i, ?2, *) 
est egal a 

(P{ + P!,/^ + P 2 ,Q! - ^P 2 ,Q 2 + \P[,A +P1.P2 +P2.91 - ^-P2,?2 + ^Pi,t' + *) 

La 2-forme fermee a; = a^u — (5qUJ s'ecrit 
uj = dP x A dQi + dP 2 A dQ 2 + dpi A dq x + dp 2 A dq 2 + a* Q (dH A oft) - Po(dH A eft) 

= d(PidQi + P 2 t/Q 2 + Pidq 2 + p 2 dq 2 + a*(#6ft) - (3*{Hdt)) 

= d(L + l + a* (Hdt) - (3* (Hdt)) 

La 1-forme fermee 9 = dt et la 2-forme fermee u definissent un structure de groupoide 
cosymplectique sur T*(T 2 ) x T*(T 2 ) x R. Le groupoide 

T = t*(T 2 ) x T*(T 2 ) x T*(R) -^ T*(T 2 ) x T*(T 2 ) xR^T 2 xfxR=M 

A) 

muni de la forme symplectique 

7] = p*u - dr A dt = d{L + I + a*{Hdt) - (3*{Hdt)) - rdt) = dX 

realise l'integration symplectique de la variete cosymplectique M, ou Ton note a et P 
les projections source et but. La variete cosymplectique M est prequantifiee au sens 
de Weinstein par le fibre trivial q : T x S l ^ T muni de la connexion dz + q*X, ou dz 
est la connexion canonique. 

Remer demerits C'est grace a de nombreuses discussions avec Gilbert Hector que ce 
travail a pu etre realise. Je lui suis tres reconnaissant. Je veux aussi remercier Gijs 
Tuynman pour ses remarques. 
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